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Tóm tắt: Trong bài báo này, chúng tôi xét bài toán tối ưu nửa đại số. Các tính chất như 
tính khác rỗng, tính lồi, tính compact, tính nửa liên tục trên và nửa liên tục dưới của nghiệm 
bài toán đang xét đã được nghiên cứu.   

Từ khóa: Bài toán tối ưu nửa đại số, Các điều kiện tồn tại, Tính nửa liên tục trên và nửa 
liên tục dưới, Tính compact, Tính lồi 

Abstract: In this paper, we consider semi-algebraic optimization problems. Some 
properties of solutions such as the non-emptiness, convexity, compactness, upper and lower 
semicontinuity are investigated.  

Keywords: Semi-algebraic optimization, Existence conditions, Upper and Lower 
semicontinuity, Compactness, Convexity 

 

1. MỞ ĐẦU 

 Bài toán tối ưu hóa xuất hiện trong hầu hết các ngành như kỹ thuật, vật lý, toán học, kinh 
tế, hành chính, thương mại, khoa học xã hội và thậm chí là chính trị. Bài toán này còn xuất hiện 
rất nhiều trong các lĩnh vực kỹ thuật khác nhau như kỹ thuật điện, cơ khí, dân dụng, hóa chất 
và xây dựng. Các lĩnh vực tiêu biểu của ứng dụng là mô hình hóa, đặc tính hóa và thiết kế các 
thiết bị, mạch và hệ thống; thiết kế các công cụ, dụng cụ và thiết bị; thiết kế kết cấu và xây 
dựng; kiểm soát quá trình; lý thuyết xấp xỉ, nghiệm của hệ thống các phương trình; tính ổn định; 
dự báo, lập kế hoạch sản xuất, kiểm soát chất lượng; bảo trì và sửa chữa; kiểm soát hàng tồn 
kho, kế toán, ngân sách,... 

Một số những đổi mới gần đây phụ thuộc gần như hoàn toàn vào lý thuyết tối ưu hóa, ví 
dụ, mạng lưới thần kinh và hệ thống thích ứng. Hầu hết các vấn đề thực tế có rất nhiều giải 
pháp và đôi khi là vô hạn số lượng các giải pháp có thể. Giả sử rằng bài toán đang xét thừa nhận 
nhiều hơn một giải pháp, tối ưu hóa có thể đạt được bằng cách tìm giải pháp tốt nhất của vấn 
đề theo một số tiêu chí nào đó.   

Trong bài báo này, chúng tôi xét tính chất tập nghiệm của bài toán tối ưu nửa đại số phụ 
thuộc tham số bao gồm tính khác rỗng, tính lồi, tính compact, tính nửa liên tục trên và nửa 
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liên tục dưới. Bài toán tối ưu nửa đại số là một dạng đặc biệt của lớp các bài toán tối ưu nhưng 
nó chứa rất nhiều các bài toán quan trọng khác trong tối ưu, chẳng hạn như bài toán tối ưu lồi  
(không lồi) với hàm toàn phương có ràng buộc, bài toán qui hoạch tuyến tính (phi tuyến) nguyên,...  

Phần còn lại của bài báo được trình bày như sau. Phần 2 giới thiệu mô hình bài toán và 
các kiến thức chuẩn bị để sử dụng cho các phần sau. Phần 3 trình bày các tính chất của nghiệm 
bài toán tối ưu nửa đại số như đã đề cập ở trên. 

2. MÔ HÌNH BÀI TOÁN VÀ KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

Trong bài báo này, ta xét không gian Euclide ℝ௡ được trang bị tích vô hướng thông 
thường ⟨⋅,⋅⟩ và chuẩn Euclide ‖⋅‖. Để đơn giản, ta viết ݔ thay cho (ݔଵ, . . . ,  ௡). Xétݔ
݂, ݃ଵ, . . . , ݃௟, ℎଵ, . . . , ℎ௠ là các đa thức với hệ số thực trong ℝ௡ và tập hợp ܵ xác định như sau: 

ܵ: = ݔ} ∈ ℝ௡: ݃ଵ(ݔ) = 0, . . . , ݃௟(ݔ) = 0, ℎଵ(ݔ) ≥ 0, . . . , ℎ௠(ݔ) ≥ 0}, 

là một tập nửa đại số. Với mỗi tham số ݑ ∈ ℝ௡, ta xét bài toán quy hoạch nửa đại số phụ thuộc 
tham số sau đây: 

 (PSOP):  min[݂(ݔ) − ,ݑ⟩ ݔ với [⟨ݔ ∈ ܵ. 
Ta ký hiệu tập nghiệm của (PSOP) là ܵ(ݑ)݈݋, tức là: 

(ݑ)݈݋ܵ ≔ ݔ} ∈ ܵ: (ݔ)݂ − ,ݑ⟩ ⟨ݔ ≤ (ݕ)݂ − ,ݑ⟩ ݕ∀ ⟨ݕ ∈ ܵ. 
Sau đây, ta nhắc lại một số kiến thức cơ bản cần thiết để sử dụng cho các phần tiếp theo. 

Ta nói rằng ܨ là một ánh xạ đa trị từ ܺ vào ܻ, ký hiệu là ܨ: ܺ ⇉ ܻ, nếu với mọi ݔ ∈ ܺ thì 
ܨ݉݋݀ là ܨ là một tập con của ܻ. Ta kí hiệu miền hữu hiệu của (ݔ)ܨ ≔ ݔ} ∈ ܺ: (ݔ)ܨ ≠ ∅} và 
đồ thị của ܨ là ݃ܨݎ ≔ ,ݔ)} :(ݕ ݕ ∈  .{(ݔ)ܨ

Định nghĩa 1  Cho Ω là một tập con khác rỗng của ℝ௡. Một ánh xạ đa trị ܪ: Ω ⇉ Ω được 
gọi là một ánh xạ Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz (viết tắt là KKM) nếu với mọi tập con 
hữu hạn {ݕଵ, . . . , ,ଵݕ}ݒ݊݋ܿ ௡} của Ω thì ta cóݕ . . . , {௡ݕ ⊂ ⋂ ௡(௜ݕ)ܪ

௜ୀଵ , trong đó “ܿݒ݊݋” là ký hiệu 
bao lồi, tức là  ܿݕ}ݒ݊݋ଵ, . . . , {௡ݕ = :ݕ} ݕ = ∑ ௜ݕ௜ߣ

௡
௜ୀଵ , ∑ ௜ߣ = 1, ௜ߣ ≥ 0}.௡

௜ୀଵ  

Ví dụ 1 Ánh xạ ܪ: (0, +∞) ⇉ ℝ xác định bởi (ݔ)ܪ = ,ݔ] +∞) với mọi ݔ ∈ (0, +∞) là 
một ánh xạ KKM. 

Bổ đề 1 Cho Ω là một tập con khác rỗng của ℝ௡. Giả sử rằng: 

i) Ánh xạ ܪ: Ω ⇉ Ω là ánh xạ KKM có giá trị đóng; 
ii) tồn tại một tập con lồi, compact (đóng và bị chặn) và khác rỗng ܦ của Ω sao cho 

⋂ ௬∈஽(ݕ)ܪ  là tập compact.  

Khi đó, ⋂ ௬∈ஐ(ݕ)ܪ   khác rỗng. 

Định nghĩa 2 Cho ánh xạ đa trị ܨ: ℝ௡ ⇉ ℝ௠. Khi đó: 
a) ܨ được gọi là nửa liên tục trên (viết tắt là usc) tại ݔ଴ ∈ ℝ௡ nếu với tập mở ܷ bất kỳ 

của ℝ௠ thỏa mãn ܨ(ݔ଴) ⊂ ܷ thì tồn tại ߳ sao cho (ݔ)ܨ ⊂ ܷ với ‖ݔ − ‖଴ݔ ≤ ߳. 
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b)  ܨ được gọi là nửa liên tục dưới (viết tắt là lsc) tại ݔ଴ nếu với tập mở ܷ bất kỳ của ℝ௠ 
thỏa mãn ܨ(ݔ଴) ∩ ܷ ≠ ∅ thì tồn tại ߳ sao cho (ݔ)ܨ ∩ ܷ ≠ ∅ với ‖ݔ − ‖଴ݔ ≤ ߳. 

c) ܨ được gọi là liên tục tại ݔ଴ nếu nó vừa là usc vừa là lsc tại ݔ଴. 
Ánh xạ ܨ được gọi là usc, lsc hay liên tục trên tập ܣ ⊂ ℝ௡ nếu nó thỏa mãn các tính chất 

tương ứng đó tại tất cả các điểm thuộc ܣ. Trong trường hợp ܣ =  thì ta bỏ qua cụm từ ܨ݉݋݀
“trên ܣ” trong các phát biểu. 

Bổ đề 2  i) ܨ là nửa liên tục dưới khi và chỉ khi với mỗi dãy {ݔ௡} hội tụ về ݔ଴ và ݕ଴ ∈
௡ݕ thì tồn tại (଴ݔ)ܨ ∈ ௡ݕ sao cho  (௡ݔ)ܨ →  .଴ݕ

ii) ܨ là nửa liên tục dưới khi và chỉ khi mỗi dãy {ݔ௡} hội tụ về ݔ଴ thì ta có ܨ(ݔ଴) ⊂
lim inf trong đó lim ,(௡ݔ)ܨ inf :(௡ݔ)ܨ = :଴ݕ} ௡ݕ∃ ∈ ,(௡ݔ)ܨ ௡ݕ →  .{଴ݕ

Bổ đề 3  Giả sử ánh xạ đa trị ܨ: ℝ௡ ⇉ ℝ௡ có giá trị compact tại ݔ଴. Khi đó, ܨ nửa liên 
tục trên tại ݔ଴ khi và chỉ khi với mọi dãy  {(ݔ௡, {(௡ݕ ⊂ ௡ݔ với ܨݎ݃ →  có một điểm {௡ݕ} ଴ thìݔ
tụ trong ܨ(ݔ଴), tức là dãy  {ݕ௡} có dãy con hội tụ về một phần tử ݕ଴ nào đó của ܨ(ݔ଴). 

Định nghĩa 3 Một hàm số ݂: ℝ௡ → ℝ được gọi là lồi trên tập con lồi ܣ ⊂ ℝ௡ nếu với 
mọi ݔଵ, ଶݔ ∈ ݐ và ܣ ∈ [0,1] thì  

ଵݔݐ)݂ + (1 − (ଶݔ(ݐ ≤ (ଵݔ)݂ݐ + (1 −  .(ଶݔ)݂(ݐ
Định nghĩa 4 Một tập con ܣ của ℝ௡ được gọi là một tập lồi nếu với mọi ݔ, ݕ ∈ ݐ và ܣ ∈

[0,1] thì ݔݐ + (1 − ݕ(ݐ ∈  .ܣ
      

 

 

 
 
 

3. TÍNH CHẤT NGHIỆM CỦA BÀI TOÁN TỐI ƯU NỬA ĐẠI SỐ  

3.1 Tính khác rỗng và lồi của nghiệm 
Định lí 1 Giả sử các điều kiện sau đây được thỏa mãn: 
(i) ݂ lồi trên ℝ௡;  
(ii) (Điều kiện bức) với mỗi ݑ ∈ ℝ௡ thì tồn tại một tập con compact ܰ ⊂ ܵ và một tập con 

lồi, compact ܦ ⊂ ܵ sao cho với mọi ݔ ∈ ܵ\ܰ thì tồn tại ݕ ∈   thỏa mãn ܦ
(ݔ)݂ − ,ݑ⟩ ⟨ݔ > (ݕ)݂ − ,ݑ⟩  .⟨ݕ

Khi đó ܵ(ݑ)݈݋ là tập khác rỗng và là tập lồi. 

Chứng minh:  

 Với mỗi ݑ ∈ ℝ௡, ta xét ánh xạ ܪ: ܵ → ܵ xác định bởi 

:(ݕ)ܪ = ݔ} ∈ ܵ: (ݔ)݂ − ,ݑ⟩ ⟨ݔ ≤ (ݕ)݂ − ,ݑ⟩ ݕ ∀   ⟨ݕ ∈ ܵ. 

Tập lồi Tập không lồi 
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Nhận xét rằng ݔ∗ là nghiệm của bài toán (PSOP) khi và chỉ khi ݔ∗ ∈ ⋃ ௬∈ௌ(ݕ)ܪ . Dễ thấy 
rằng (ݕ)ܪ luôn khác rỗng vì ݕ ∈ ݕ với mọi (ݕ)ܪ ∈ ܵ. 

 Bây giờ ta chứng minh ܪ là một ánh xạ KKM. Giả sử rằng ܪ không là ánh xạ KKM. 
Khi đó tồn tại một tập con hữu hạn {ݕଵ, . . . , ,ଵݕ}ݒ݊݋ܿ ௡} của ܵ vớiݕ . . . ,  ௡} không chứa trongݕ
⋃ ௡(௜ݕ)ܪ

௜ୀଵ , tức là tồn tại ݕ ∈ ,ଵݕ}ݒ݊݋ܿ . . . , ݕ ௡} nhưngݕ ∉ ⋃ ௡(௜ݕ)ܪ
௜ୀଵ . Do đó, ݕ ∉  với (௜ݕ)ܪ

mọi ݅. Theo định nghĩa của ܪ thì  

(ݕ)݂    − ,ݑ⟩ ⟨ݕ > (௜ݕ)݂ − ,ݑ⟩  ௜⟩ ∀ ݅.        (1)ݕ

Do ݕ ∈ ,ଵݕ}ݒ݊݋ܿ . . . , ݕ ௡} nênݕ = ∑ ௜ݕ௜ߣ
௡
௜ୀଵ  với  ∑ ௜ߣ = 1.௡

௜ୀଵ  Theo tính lồi của ݂ ở giả 
thiết i) ta suy ra 

(ݕ)݂ − ,ݑ⟩ ⟨ݕ = ݂ ൭෍ ௜ݕ௜ߣ

௡

௜ୀଵ

൱ − ൽݑ, ෍ ௜ݕ௜ߣ

௡

௜ୀଵ

ඁ ≤ ෍ (௜ݕ)௜݂ߣ − ෍ ௜ߣ

௡

௜ୀଵ

,ݑ⟩ ⟨௜ݕ
௡

௜ୀଵ

 

                                                                         = ෍ (௜ݕ)݂]௜ߣ − ,ݑ⟩ [⟨௜ݕ
௡

௜ୀଵ

 

                                                                       < ෍ (ݕ)݂]௜ߣ − ,ݑ⟩ [⟨ݕ
௡

௜ୀଵ

 

(ݕ)݂ =                                                                                      − ,ݑ⟩  .⟨ݕ
Đây là điều vô lý. Do đó, ܪ là một ánh xạ KKM. 

Bây giờ ta chứng minh tính đóng của (ݕ)ܪ với mọi ݕ ∈ ܵ. Lấy ݔ௡ ∈ ௡ݔ với (ݕ)ܪ →  .଴ݔ
Khi đó, 

(௡ݔ)݂ − ,ݑ⟩ ⟨௡ݔ ≤ (ݕ)݂ − ,ݑ⟩  .⟨ݕ
Bất đẳng thức này kết hợp với tính liên tục của ݂ dẫn đến  

(଴ݔ)݂ − ,ݑ⟩ ⟨଴ݔ ≤ (ݕ)݂ − ,ݑ⟩  .⟨ݕ
Điều này chứng tỏ ݔ଴ ∈  là một tập đóng. Để kết thúc chứng minh của (ݕ)ܪ nên (ݕ)ܪ

định lý ta cần chứng tỏ rằng ⋂ ௬∈஽(ݕ)ܪ  là tập compact. Thật vậy, ⋂ ௬∈஽(ݕ)ܪ  là tập đóng và do 
ii) nên ⋂ ௬∈஽(ݕ)ܪ ⊆ ܰ. Vì ⋂ ௬∈஽(ݕ)ܪ  là tập con đóng trong tập compact ܰ nên ⋂ ௬∈஽(ݕ)ܪ  là 
một tập compact.   

Cuối cùng ta chứng minh tính lồi của ܵ(ݑ)݈݋. Lấy bất kỳ ݔଵ, ଶݔ ∈ ݐ và (ݑ)݈݋ܵ ∈ [0,1] thì 
với mọi ݕ ∈ ܵ, ta có 

(ଵݔ)݂ − ,ݑ⟩ 〈ଵݔ ≤ (ݕ)݂ − ,ݑ⟩  ;〈ݕ
(ଶݔ)݂ − ,ݑ⟩ 〈ଶݔ ≤ (ݕ)݂ − ,ݑ⟩  .〈ݕ

Sử dụng tính lồi của ݂ ta được các ước lượng sau 

ଵݔݐ)݂  + (1 − (ଶݔ(ݐ − ,ݑ⟩ ଵݔݐ + (1 − 〈ଶݔ(ݐ ≤ (ଵݔ)݂ݐ + (1 − (ଶݔ)݂(ݐ − ,ݑ⟩ݐ  〈ଵݔ
                                                                                                                                    −(1 − ,ݑ⟩(ݐ  〈ଶݔ
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                                                                          ≤ (ଵݔ)݂]ݐ − ,ݑ⟩ [〈ଵݔ + (1 − (ଶݔ)݂](ݐ − ,ݑ⟩  [〈ଶݔ
                                                            ≤ (ݕ)݂]ݐ − ,ݑ⟩ [〈ݕ + (1 − (ݕ)݂](ݐ − ,ݑ⟩  [〈ݕ

                 = (ݕ)݂ − ,ݑ⟩  .〈ݕ
Tức là, ݔݐଵ + (1 − ଶݔ(ݐ ∈  .là tập lồi. Định lý đã được chứng minh xong (ݑ)݈݋ܵ hay (ݑ)݈݋ܵ

3.2 Tính nửa liên tục trên và tính compact của nghiệm 

Định lí 2 

Nếu ܵ là tập compact khác rỗng thì ݈ܵ݋(⋅) là nửa liên tục trên trên ℝ௡ và ܵ(ݑ)݈݋ là tập 
compact với mọi ݑ ∈ ℝ௡. 

Chứng minh: 

Giả sử rằng tồn tại ݑ଴ ∈ ℝ௡ mà ݈ܵ݋(⋅) không nửa liên tục trên tại ݑ଴. Khi đó, tồn tại một 
lân cận ܷ của ݈ܵ݋(ݑ଴) sao cho có dãy ݑ௡ → ௡ݔ ଴ vàݑ ∈ ௡ݔ nhưng (௡ݑ)݈݋ܵ ∉ ܷ với mọi ݊.  
Do tính compact của ܵ nên ta có thể giả sử rằng ݔ௡ → ଴ݔ ଴. Nếuݔ ∉ ଴ݕ thì tồn tại (଴ݑ)݈݋ܵ ∈ ܵ 
sao cho 

(଴ݔ)݂                                − ,଴ݑ⟩ 〈଴ݔ > (଴ݕ)݂ − ,଴ݑ⟩  ଴〉.        (2)ݕ

Cũng do tính compact ܵ nên tồn tại ݕ௡ ∈ ܵ với ݕ௡ → ௡ݔ ଴. Vìݕ ∈   nên ta có (௡ݑ)݈݋ܵ

(௡ݔ)݂ − ,௡ݑ⟩ 〈௡ݔ ≤ (௡ݕ)݂ − ,௡ݑ⟩   .〈௡ݕ
Kết hợp bất đẳng thức này với tính liên tục của ݂, ta được ݂(ݔ଴) − ,଴ݑ⟩ 〈଴ݔ ≤ (଴ݕ)݂ −

,଴ݑ⟩  .଴ߣ ଴〉. Điều này mâu thuẫn với  (2). Vậy ܵ nửa liên tục trên tạiݕ
Tiếp theo, với mọi ݑ ∈ ℝ௡, ta kiểm tra tính compact của ܵ(ݑ)݈݋ bằng cách chứng minh 

tính đóng của nó trong tập compact ܵ. Lấy ݔ௡ ∈ ௡ݔ với (ݑ)݈݋ܵ →  ଴. Lập luận tương tự nhưݔ
trên ta chứng minh được ݔ଴ ∈  .là tập compact (ݑ)݈݋ܵ Vậy .(ݑ)݈݋ܵ

3.3 Tính nửa liên tục dưới của nghiệm 

Với mỗi ݑ ∈ ℝ௡, xét tập hợp sau: 

:(ݑ)ଵ݈݋ܵ = ݔ} ∈ ܵ: (ݔ)݂ − ,ݑ⟩ 〈ݔ < (ݕ)݂ − ,ݑ⟩ ݕ∀  〈ݕ ∈ ܵ}. 
Rõ ràng, ݈ܵ݋ଵ(ݑ) ⊆ ݑ với mọi (ݑ)݈݋ܵ ∈ ℝ௡. 
Định lí 3 

Giả sử các điều kiện sau thỏa mãn 

(i) S  là tập compact;  

(ii) ݂ là lồi trên ℝ௡. 
Khi đó, ݈ܵ݋(⋅) là nửa liên tục dưới trên ℝ௡.  

Chứng minh: 

Trước hết ta chứng minh ݈ܵ݋ଵ(⋅) nửa liên tục dưới trên ℝ௡. 
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Giả sử rằng tồn tại ݑ଴ ∈ ℝ௡ mà ݈ܵ݋ଵ(⋅) không nửa liên tục dưới tại ݑ଴, nghĩa là tồn tại 
଴ݔ ∈ {௡ݑ} và một dãy (଴ݑ)ଵ݈݋ܵ ⊂ Λ hội tụ về ݑ଴ sao cho với mọi ݔ௡ ∈ ଵܵ(ݑ௡)  thì ݔ௡  
không hội tụ về ݔ଴. Vì ܵ compact nên tồn tại  ̅ݔ௡ ∈ ܵ với ̅ݔ௡ →  ଵ(⋅) không݈݋ܵ ଴. Do ta giả sửݔ
nửa liên tục dưới tại ݑ଴, nên có một dãy con ̅ݔ௠ của ̅ݔ௡ sao cho với mọi ݉ thì  ̅ݔ௠ ∉
௠ݕ Tức là, với  .(௠ݑ)ଵ݈݋ܵ ∈ ܵ nào đó, ta có 

(௠ݔ)݂ − ,௠ݑ⟩ 〈௠ݔ > (௠ݕ)݂ − ,௠ݑ⟩   .〈௠ݕ
Do tính compact của ܵ nên tồn tại ݕ଴ ∈ ܵ sao cho ݕ௠ →   .଴ (lấy dãy con nếu cần)ݕ

Vì ݂ liên tục nên ta suy ra 

(଴ݔ)݂ − ,଴ݑ⟩ 〈଴ݔ ≥ (଴ݕ)݂ − ,଴ݑ⟩   .〈଴ݕ
Điều này mâu thuẫn với ݔ଴ ∈  .଴ݑ ଵ(⋅) nửa liên tục dưới tại݈݋ܵ ,Vì vậy .(଴ݑ)ଵ݈݋ܵ
Tiếp theo, ta chứng minh rằng ݈ܵ݋(ݑ଴) ⊂ cl݈ܵ݋ଵ(ݑ଴), trong đó ký hiệu clܣ là bao đóng 

của tập ܣ. Thật vậy, lấy tùy ý ݔଵ ∈ ଶݔ ,(଴ݑ)݈݋ܵ ∈ :௧ݔ và  đặt (଴ݑ)ଵ݈݋ܵ = ଵݔݐ + (1 −  ଶ vớiݔ(ݐ
ݐ ∈ [0,1].  Sử dụng tính lồi của ݂, với mọi ݕ ∈ ܵ, ta có 

ଵݔݐ)݂ + (1 − (ଶݔ(ݐ − ,ݑ⟩ ଵݔݐ + (1 − 〈ଶݔ(ݐ ≤ (ଵݔ)݂ݐ + (1 − (ଶݔ)݂(ݐ − ,ݑ⟩ݐ   〈ଵݔ
                                                                                                                    −(1 − ,ݑ⟩(ݐ  〈ଶݔ

                                                                          ≤ (ଵݔ)݂]ݐ − ,ݑ⟩ [〈ଵݔ + (1 − (ଶݔ)݂](ݐ − ,ݑ⟩  [〈ଶݔ
                                                                      < (ݕ)݂]ݐ − ,ݑ⟩ [〈ݕ + (1 − (ݕ)݂](ݐ − ,ݑ⟩  [〈ݕ

              = (ݕ)݂ − ,ݑ⟩  .〈ݕ
Suy ra ݔ௧ ∈ ௧ݔ Vì .(଴ݑ)ଵ݈݋ܵ → ݐ ଵ khiݔ → 1, nên ݔଵ ∈ cl݈ܵ݋ଵ(ݑ଴). 
Do đó, ݈ܵ݋(ݑ଴) ⊂ cl݈ܵ݋ଵ(ݑ଴). 
Từ kết quả ݈ܵ݋ଵ(ݑ଴) nửa liên tục dưới tại ݑ଴, ta có các bao hàm thức sau 

(଴ݑ)݈݋ܵ ⊂ cl݈ܵ݋ଵ(ݑ଴) ⊂ lim inf (௡ݑ)ଵ݈݋ܵ ⊂ lim inf  .(௡ݑ)݈݋ܵ
Nghĩa là ݈ܵ݋(⋅) là nửa liên tục dưới tại ݑ଴. Ta kết thúc chứng minh. 
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