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TINH CHAT NGHIEM
CUA BAI TOAN TOI UU NUA PAI SO

Tran Ngoc TAm®,
Nguyén Chi Thing!®

Tom tat: Trong bai bao nay, chung toi xét bai toan toi wu nuwa dai so. Cdc tinh chat nhw
tinh khac rong, tinh 101, tinh compact, tinh nwa lién tuc trén va nua lién tuc duoi cua nghiém
bai todan dang xét da dwoc nghién cuu.

Tir khoa: Bai toan toi wu nwea dai so, Cac diéu kién ton tai, Tinh nira lién tuc trén va nira
lién tuc duoi, Tinh compact, Tinh [6i

Abstract: In this paper, we consider semi-algebraic optimization problems. Some
properties of solutions such as the non-emptiness, convexity, compactness, upper and lower
semicontinuity are investigated.

Keywords: Semi-algebraic optimization, Existence conditions, Upper and Lower
semicontinuity, Compactness, Convexity

1. MO DAU

Bai toan tbi wu hoa xuit hién trong hau hét cac nganh nhu k¥ thuat, vat 1y, toan hoc, kinh
té, hanh chinh, thuong mai, khoa hoc xa hoi va tham chi 1a chinh tri. Bai todn nay con xuét hién
rat nhiéu trong céc linh vyc k¥ thuédt khac nhau nhu k¥ thuat dién, co khi, dan dung, hoa chét
va xay dung. Céc linh vuc tiéu biéu cua ung dung 1a moé hinh hoa, dac tinh hoa va thiét ké cac
thiét bi, mach va hé thong; thiét ké cac cong cu, dung cu va thiét bi; thiét ké két cdu va xay
dung; kiém soat qua trinh; 1y thuyét xap xi, nghiém ctia hé théng cac phwong trinh; tinh 6n dinh;
du bao, lap ké hoach san xuét, kiém soat chét lugng; bdo tri va stra chira; kiém soat hang ton
kho, ké toan, ngan sach,...

Mot sb nhitng d6i méi gan day phu thudc gan nhu hoan toan vao Iy thuyét téi wu hoa, vi
du, mang luéi than kinh va hé théng thich tng. Hau hét cac van dé thyc té co rat nhidu giai
phap va d6i khi 14 v6 han s6 luong cac giai phap co thé. Gia sir rang bai toan dang xét thira nhan
nhiéu hon mét giai phép, t6i wu hoa cé thé dat dugc bang cach tim giai phap tét nhat ciia van
dé theo mét s tiéu chi nao do.

Trong bai bao nay, ching t6i xét tinh chat tdp nghiém ciia bai toan tbi uu nira dai s6 phu
thudc tham sé bao gém tinh khac rong, tinh 13, tinh compact, tinh ntra lién tyc trén va nua
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lién tuc dudi. Bai toan tbi uu nira dai sé 1a mot dang dic biét cta 16p cac bai toan t6i wu nhung
no6 chira rat nhiéu cac bai toan quan trong khac trong tdi wu, chang han nhu bai toan tdi wu 16i
(khéng 16i) véi ham toan phuong c6 rang budc, bai toan qui hoach tuyén tinh (phi tuyén) nguyén, ..

Phén con lai caa bai bao duoc trinh bay nhu sau. Phan 2 gi61 thiéu mo hinh bai toan va
cac kién thirc chuan bi dé str dung cho cac phan sau. Phan 3 trinh bay cac tinh chét ciia nghiém
bai toan tdi wu nira dai sé nhu da dé cap ¢ trén.

2. MO HINH BAI TOAN VA KIEN THUC CHUAN BI

Trong bai bao nay, ta xét khong gian Euclide R™ dugc trang bi tich vo hudng thong
thuong () va chuan Euclide ||||. Dé don gian, ta viét x thay cho (xy,...,x,). Xét
f,91,---, 91 hq, ..., hy 1a cac da thuc voi hé sb thyc trong R™ va tap hop S xac dinh nhu sau:

S:={xeR"™g,(x)=0,...,9:(x) =0,hy(x) =0,..., hp(x) = 0},
1a mot tap nira dai sb. Vi mdi tham sb u € R™, ta xét bai toan quy hoach ntra dai sb phu thudc
tham sd sau déy:
(PSOP): min[f(x) — (u, x)] voi x € S.
Ta ky hiéu tap nghiém cta (PSOP) la Sol(w), tic la:
Sol(u) ={x€S: f(x) —(u,x) < f(y) —(u,y) Vy € S.

Sau day, ta nhac lai mot s6 kién thirc co ban can thiét dé str dung cho cac phan tiép theo.

Ta noéi réng Flamdtanhxadatritt X vao Y, kyhi¢ula F: X 3 Y, néu voi moi x € X thi
F (x) 1a mot tap con cua Y. Ta ki hiéu mién hiru hiéu cta F 1a domF = {x € X: F(x) # @} va
do thi ciia F 1a grF == {(x,y):y € F(x)}.

Dinh nghia 1 Cho Q 12 mot tip con khac rong ciia R™. Mot 4nh xa da tri H: Q = Q duge
goi 1a mdt anh xa Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz (Viét tat 1a KKM) néu véi moi tap con
hitru han {y;, ..., ¥} ctia Q thi ta c6 conv{y,,...,y,} € Ni=; H(y;), trong d6 “conv” 1a ky hiéu
bao 1619 tirc 1a ConU{J’L fas ;J’n} = {y y= Z?:l)liyio Z?:l)li = 1,).1' = 0}

Vi du 1 Anh xa H: (0, +%) = R xac dinh boi H(x) = [x, +0) véi moi x € (0, +0) la
mdt anh xa KKM.

B6 dé 1 Cho Q 1a mot tap con khac rdng ctia R™. Gia sir rang:

i) Anh xa H: Q = Q 13 4nh xa KKM c¢6 gié tri dong;

ii) ton tai mot tap con 10i, compact (d6ng va bi chan) va khac rong D cta Q sao cho
Nyep H(y) la tdp compact.

Khi d6, Nyeq H(y) khéc rong.

Dinh nghia 2 Cho énh xa da tri F: R" =3 R™. Khi d6:

a) F duoc goi 13 mika lién tuc trén (viét tit 13 usc) tai x, € R™ néu vai tdp mo U bat ky
ctia R™ thoa man F(x,) < U thi ton tai € sao cho F(x) c U véi ||x — x,|| < €.
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b) F duoc goi 1a nita lién tuc dwdi (viét tat 1a Isc) tai x, néu v6i tdp mé U bat ky cia R™
thoa man F(x,) N U # @ thi ton tai € sao cho F(x) N U # @ véi ||x — x,|| < €.

¢) F duoc goi 12 lién tyc tai x, néu nd vira 13 usc vira 12 Isc tai x,.

Anh xa F duoc goi 1a usc, Isc hay lién tuc trén tdp A € R® néu no6 thoa man céc tinh chét
tuong tmg do tai tat ca cac diém thudc A. Trong truong hop A = domF thi ta bo qua cum tir
“trén A” trong cac phat biéu.

Bo6 dé 2 1) F la nika lién tuc dwdi khi va chi khi véi méi day {x,} héi tu vé xo va y, €
F(xo) thi ton tai y, € F(x,) sao cho v, = Y.

ii) F la nika lién tuc dudi khi va chi khi méi day {x,} hoi tu vé x, thi ta cé F(x,) C
lim inf F (x,,), trong @6 lim inf F (x,,): = {yo: 3y, € F (%), Y = Yo}-

B0 dé 3 Gid sir dnh xa da tri F: R™ 3 R™ ¢6 gid tri compact tai xo. Khi d6, F nira lién
tuc trén tai xo khi va chi khi véi moi diay {(x,, )} € grF voi x,, = xo thi {y,,} cé mot diém
tu trong F(xg), tuec la day {y,} co day con hoi tu vé mot phan tir yy nao do cua F(xg).

Pinh nghia 3 Mot ham sé f: R™ - R duogc goi 1a /6 trén tap con 16i A € R™ néu véi
moi x4,x, € Avat € [0,1] thi

f(tx; + (1= O)xz) < tf (x1) + (1 = O)f (x2).

Pinh nghia 4 Mot tap con A cia R™ dugc goi la mot tdp 16i néu v&i moi x, yeEAvat €

[0,1] thi tx + (1 — t)y € A.

Tap 16 Tap khong 16i

3. TINH CHAT NGHIEM CUA BAI TOAN TOI UU NUA PAI SO

3.1 Tinh khac réng va 15i ciia nghi¢ém

Pinh li 1 Gid sir cdc diéu kién sau déy dwoc théa mén:

@) f 16 trén R™;

(ii) (Piéu kién birc) véi méi u € R™ thi ton tai mét tdp con compact N € S va mét tdp con
16i, compact D € S sao cho véi moi x € S\N thi ton tai y € D théa mdn

SO = wx) > f(y) = (wy)
Khi doé Sol(u) la tap khac rong va la tdp oi.

Chirng minh:
V&i moi u € R™, taxét anh xa H: S — S xac dinh boi

H(y):={xeS:f(x) —(ux)<f(y) —(wy) Vyes.
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Nhan xét rang x* 1a nghiém ctia bai toan (PSOP) khi va chi khi x* € Uyes H(y). DE thdy
rang H(y) luén khéc rdng vi y € H(y) vé6imoiy € S.
Bay gio ta chimg minh H 13 mot anh xa KKM. Gia sir rang H khong 1 4nh xa KKM.
Khi d6 ton tai mot tap con hiru han {y,,...,¥,} cia S v6i conv{y,,..., y,} khong chua trong
n L H(y)), tic 1a ton tai y € conv{y,,..., .} nhung y & U™, H(y;). Do d6, y & H(y;) voi
moi i. Theo dinh nghia ctia H thi
fO—wy)>f)—wy)vi. (1)
Do y € conv{yy,..., v} nén y = ¥ 4;y; véi ¥, A; = 1. Theo tinh 16i cua f & gia
thiét i) ta suy ra

FO) = wy) =f <Z Al-yi) < Z Alyl> Z Jif ) Z A, )
i=1 i=1

= D A0 — )]

i

Th
=

< ) LIf(y) —(u,y)]

f) —(wy).

M:

i

Il
I

Day la diéu vo 1y. Do d6, H 1a mot anh xa KKM.

Béy gid ta chtng minh tinh dong ctia H(y) véi moi y € S. Lay x,, € H(y) véi x,, = x,.
Khi do,

f(xn) - (u»xn> < f(y) - (u;y)-

Bét ddng thirc nay két hop véi tinh lién tuc cia f dan dén

f(x0) = (w,x0) < F(y) — (wy).

Diéu nay ching té x, € H(y) nén H(y) 1a mot tap dong. Dé két thuc ching minh cua
dinh 1y ta cAn ching té rang N yep H(y) la tap compact. That vay, N,ep H(y) 1a tdp dong va do
ii)nén Nyep H(y) € N. Vi Nyep H(y) 1a tap con dong trong tap compact N nén N,ep H(y) 1a
mot tap compact.

Cubi cung ta chimg minh tinh 16i cta Sol (u). Lay batky x,, x, € Sol(u) vat € [0,1] thi
voimoiy € S, tacd

Str dung tinh 15i cua f ta dugc cac udc lugng sau

[ty + (1= O)xz) = (w txy + (1 —8)xz) < tf (xq) + (1 — 1) f(x2) — t(u, xq)
—(1 = )(u, x3)

58



TRUONG DAI HOC NAM CAN THO Tap chi Khoa hoc va Kinh té phat trién s 04

< tf[f () = (w x)] + (1 = O[f (x2) — (w, x2)]
<tlf) —wnN+A-Df) - (wy)
=f) = wy).
Tic 13, tx; + (1 — t)x, € Sol(w) hay Sol(u) 13 tap 16i. Pinh Iy d4 dirgc chimg minh xong.
3.2 Tinh nira lién tuc trén va tinh compact ciia nghiém
Pinh li 2
Néu S la tdp compact khdc réng thi Sol(-) la nita lién tuc trén trén R™ va Sol(w) la tdp
compact voi moi u € R™,
Chirng minh:
Gia sur rﬁng ton tai Uy € R™ ma Sol(+) khong nura lién tuc trén tai u,y. Khi do, tOn tai mot
lan cén U cua Sol(uy) sao cho co qdﬁy Un = Ug va x, € Sql(un) nhung x,, & U vo1 moi n.
Do tinh compact cua S nén ta c6 thé gia st rang x,, = x,. Néu xy € Sol(up) thiton tai yy € S
sao cho

f(x0) — (ug, x0) > f(¥o) — (U0, Yo)- 2)
Ciing do tinh compact S nén ton tai y,, € S v6i ¥, = yo. Vi x,, € Sol(u,,) nén ta co
f(xn) - (un:xn) < f(yn) - (un; Yn>-

Két hop bat dang thirc nay véi tinh lién tuc cta f, ta dugc f(xg) — (U, Xo) < f(yo) —
(Ug, Vo). Piu ndy mau thuin véi (2). Vay S nira lién tuc trén tai A,.

Tiép theo, v6i moi u € R™, ta kiém tra tinh compact ctia Sol(u) bang cach ching minh
tinh dong ctia nd trong tap compact S. Liy x,, € Sol(u) véi x,, = x,. Lap luan twong ty nhu
trén ta chimg minh duoc x, € Sol(u). Vay Sol(u) la tap compact.

3.3 Tinh nira lién tuc dwéi ciia nghiém
Vi mdi u € R™, xét tap hop sau:
Soly(u):={x € S: f(x) — (u,x) < f(y) — (w,y) Vy € S}.

RO rang, Sol; (u) € Sol(u) véi moi u € R™.
Pinh li 3
Gid sir cac diéu kién sau théa man
(1) S la tap compact;
(i) f la l6i trén R™

Khi do, Sol(+) la nira lién tuc duoi trén R™.
Chirng minh:

Trudc hét ta chting minh Sol, (+) ntra lién tuc duéi trén R™.
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Gia sir rang ton tai uy € R™ ma Sol, (-) khong nira lién tuc dudi tai u,, nghia 13 ton tai
Xo € Soly(uy) va mot diy {u,} © A hodi tu vé uy sao cho v6i moi x, € S;(u,) thix,
khong hoi tu vé x,. Vi S compact nén ton tai X, € S vi X, = x,. Do ta gia sir Sol, (-) khong
ntra lién tuc dudi tai uy, nén c6 mot dady con X, cia X, sao cho véi moi mthi x,, &
Sol;(Uyy,). Tcla, véi y, € S nao do, taco

fCan) = (i, X)) > () = (Uany Y )-

Do tinh compact cia S nén ton tai y, € S sao cho y,, = y, (1ay day con néu can).

Vi f lién tuc nén ta suy ra
f(x0) — (uo, x0) = f (¥o) — (o, Yo)-

Piéu nay mau thuin vdi x, € Sol; (ug). Vi vay, Sol, () nira lién tuc dudi tai u,.

Tiép theo, ta chimg minh rang Sol(u,) < clSol, (uy), trong d6 ky hiéu clA 1a bao dong
clia tap A. That vay, ldy thy v x; € Sol(uy), X, € Sol; (up) va dit x,:= tx; + (1 — t)x, v6i
t € [0,1]. Sir dung tinh 18i ctia f, véimoiy € S, ta cd

flxg + (1 —6)x2) = (w txy + (1 — )xz) < tf (xq) + (1 — ) f(x2) — t(u, x1)
—(1 = t)(u, x,)
< t[f () = (wxp)] + (1= O[f (x2) — (w, x2)]
<tlf) =+ A -0lf ) — ()]
=f) —(wy)

Suy ra x; € Sol;(ug). Vix; = x4 khit — 1, nén x; € clSol; (uy).

Do do, Sol(uy) < clSol; (uy).

Tir két qua Sol, (up) nira lién tuc dudi tai uy, ta cé cac bao ham thic sau

Sol(uy) < clSol,(uy) < liminfSol,(u,) c liminfSol(u,,).

Nghia 1a Sol(+) 14 nira lién tuc dudi tai u,. Ta két thiuc ching minh.
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